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Аннотация 

В статье рассматриваются четыре задачи оптимального по быстродействию 

управления группами подвижных объектов на плоскости: задача одновременного 

достижения одной цели группой объектов, задача управления группой с выделением 

ее лидера, задачи достижения нескольких целей при однократном или многократном 

последовательном отделении активных объектов управления от носителя. Центра-

лизованное управление группой строится на основе оптимального децентрализован-

ного позиционного управления отдельным подвижным объектом.   
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Введение 

Различные задачи управления группами летательных аппаратов (ЛА) иссле-

дуются в настоящее время с нарастающей интенсивностью (см. обзор в [1]). Акту-

альность этих исследований определяется необходимостью автоматического управ-

ления беспилотными летательными аппаратами разного назначения. Задачи опти-

мального управления возникают в процессе предполетного планирования действий 

смешанных групп пилотируемых и беспилотных ЛА. Вопросы быстродействия при 

боевом применении ударных ЛА имеют решающее значение.  

Задачи планирование маршрутов движения ЛА, как правило, решаются на 

плоскости. При оптимизации распределения целей используются методы математи-

ческого программирования [2,3], в некоторых случаях [4] – линейное целочисленное 

программирование. Траектории ЛА обычно представляются ломаными. При откло-

нении от источников потенциальных угроз (пунктов противовоздушной обороны 

противника) траектории строятся [5,6] при помощи диаграмм Вороного или триан-

гуляции Делоне. Критерием качества управления в этих работах служит расход топ-

лива (пропорциональный протяженности маршрута) и/или риск уничтожения ЛА 

зенитно-ракетным комплексом противника. Описание плоских траекторий движения 

ЛА дифференциальными уравнениями применяется при планировании маршру-

тов [7], в задачах адаптивного управления [8,9], в частности, при управляемом дви-

жении за лидером [10,11]. Математические задачи поражения подвижных целей от-

носятся к области дифференциальных игр. Например, задачи группового преследо-

вания [12,13,14], перехвата [15].  



 Для оптимизация траекторий ЛА, описываемых дифференциальными урав-

нениями, применяются различные методы: переход к дискретной задачи оптималь-

ного управления и ее решение с использованием принципа максимума [1], вариаци-

онные принципы [16]. Синтез оптимального позиционного управления связан с 

применением динамического программирования [17]. Для разных типов переклю-

чаемых систем методы синтеза разработаны в [18,19]. Модификации этих методов 

применимы для синтеза централизованного управления группами ЛА. 

 В статье рассматриваются четыре задачи группового быстродействия. Все 

задачи академические, уравнения движения объектов управления простые и далеки 

от прикладных моделей управления ЛА. Цель исследования состоит разработке ме-

тодов формирования оптимального по быстродействию позиционного управления 

группой объектов. Такие методы, отработанные на простых модельных примерах, 

могут быть применены к прикладным задачам. Новизна предлагаемых подходов к 

построению группового управления определяется новизной решаемых задач. Для 

формирования централизованного управления группой объектов используется оп-

тимальное децентрализованное управление отдельными объектами, входящими в 

состав группы. Иначе говоря, предполагается, что задача быстродействия для одно-

го (изолированного) объекта решена, т.е. известно позиционное управление, опти-

мальное по быстродействию.  

 Задача одновременного достижения цели группой объектов отражает один из 

способов эффективного нападения. Такая стратегия используется, например, при 

атаке хорошо защищенной цели, когда эффект одновременного нападения позволяет 

преодолеть средства защиты. Здесь важно согласовать момент достижения цели, что 



возможно только централизованным способом, учитывая позиции всех управляемых 

объектов.  

 Другая централизованная стратегия нападения применяется, когда объекты 

управления не могут использовать оптимальное децентрализованное управление. 

Например, из-за помех, создаваемых противником, невозможно определить пози-

цию объекта управления. В этом случае для всей группы можно использовать про-

граммное управление, оптимальное по быстродействию для одного объекта (лиде-

ра), выбранного из группы. Разумеется, при этом попадание в цель каждого объекта, 

за исключением лидера, обеспечить нельзя. Групповой промах можно характеризо-

вать среднеквадратичным отклонением о цели. Тогда лидера следует выбирать так, 

чтобы минимизировать это отклонение. Заметим, что при этом лидер может ока-

заться виртуальным и не совпадать ни с одним объектом управления. 

 В задачах наискорейшего достижения многих целей показателем качества 

является время, необходимое для уничтожения всех целей. Это показатель равен 

времени достижения самой дальней цели, продолжительность движения до которой 

наибольшая. Рассматривается движение одного составного объекта управления (но-

сителя), от которого в процессе движения отделяются частичные (ударные) объекты 

управления, каждый из которых атакует одну из заданных целей. В первой поста-

новке задачи происходит одновременное отделение всех частичных объектов, т.е. 

носитель разделяется на части. Во второй постановке отделение частей последова-

тельное. Моменты разделения носителя или отделения от него частичных объектов 

управления не заданы. Они являются ресурсом управления и находятся в процессе 

оптимизации. 



 

1. Задача наискорейшего одновременного достижения цели 

 Группа из m  объектов управления движется по плоскости. Линейная ско-

рость движения каждого объекта постоянная, а скорость поворота ограниченная. 

Положение каждого ( i -го) объекта характеризуется координатами ),( 21
ii xx , а направ-

ление движения определяется углом наклона траектории i , mi ,...,1 . Управляя уг-

ловой скоростью iu , можно изменять направление движения объекта. Управление 

iu  ограничено по модулю, поэтому допустимые траектории имеют ограниченную 

кривизну. Начальное состояние (положение и направление движения) каждого объ-

екта группы задано. Конечное положение всех объектов – это заданная цель (начало 

координат )0,0(O ), которую нужно достигнуть одновременно всем объектам, затра-

тив наименьшее время. 

 Движение группы из m  объектов управления описывается уравнениями 

  )(cos)(1 ttx ii  ,   )(sin)(2 ttx ii  ,   )()( tut ii  ,   1)( || tui . (1) 

Начальные состояние и конечное положение каждого объекта группы заданы 

  ii xx 0)0(  ,    ii
0)0(  ,     0)( Txi , mi ,...,1 . (2) 

Требуется найти минимальное время T  и управление, на котором это минимальное 

время достигается, т.е. решить задачу быстродействия: minT . 

 Найдем децентрализованное управление, оптимальное по быстродействию. 

Для этого используем решение задачи, найденное в [2] при помощи принципа мак-

симума Понтрягина. В поставленной задаче направление движения в конечном по-



ложении может быть любым. Это упрощает решение [2] задачи для одного объекта. 

Оптимальное управление будет релейным с одним переключением. Сначала объект 

нужно максимально быстро (при управлении 1||u ) повернуть по направлению к 

цели, затем прямолинейно двигаться до ее достижения. Следовательно, оптимальная 

траектория представляет собой дугу окружности и отрезок касательной к ней, со-

единенные гладким образом.  

 На рис.1 изображены две окружности единичного радиуса, проходящие через 

начальное положение 0x  и касающиеся вектора начальной скорости (полужирная 

стрелка), направление которого задается углом 0 . Движение по окружности с цен-

тром в точке z  происходит в положительном направлении ( 1),( xu ), а по окруж-

ности с центром z  – в отрицательном 1),( xu . В моменты времени t  или t  

управление принимает нулевое значение, а траектория движения становиться пря-

молинейной 0),( xu . Из двух представленных траекторий, ведущих из начального 

положения 0x  в цель O , нужно выбрать кратчайшую, так как длина траектории 

численно равна времени движения, поскольку линейная скорость объектов (1) еди-
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ничная. Следовательно, наименьшее время достижения цели из стартового состоя-

ния ),( x  находится по формуле 

  )},(),,(min{),(   xxx , (3) 

где ),(  x  и ),(  x  – длины указанных траекторий, одна из которых ("положи-

тельная") начинается под действием управления 1),( xu , а другая ("отрицатель-

ная") – под управлением 1),( xu . Эти величины вычисляются следующим обра-

зом 

    tx ),( ;        tx ),( , (4) 

где t  – время движения по окружности с центром z ,   – время прямолинейного 

движения, t ,   – имеют тот же смысл, но для окружности с центром z . Коорди-

наты центров окружностей определяются стартовым состоянием ),( x :  

   sin11 xz ,  cos22 xz ;          sin11 xz ,  cos22 xz , (5) 

а пары неизвестных ),(  t  или ),(  t  в (4) являются соответственно решениями 

систем уравнений  
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причем   20 t , 0 ,   20 t , 0 . Здесь не исключаются частные слу-

чаи, когда управление не имеет переключений. Если вектор начальной скорости на-

правлен к цели, то поворот делать не надо, при этом 0  tt . Если цель лежит на 

одной из окружностей с центрами (5), то либо 0 , либо 0 . Если же цель 

совпадает со стартовой позицией, то 0),(  x , так как цель достигнута. 



 Таким образом, децентрализованное оптимальное по быстродействию пози-

ционное управление ),( xu  одним объектом построено. Заметим, что это релейное 

управление с одним переключением является оптимальным, если объект управления 

находится "далеко" от цели. Точнее, цель не должна лежать внутри "восьмерки", об-

разованной двумя окружностями (см. рис.1).  

 Найдем теперь централизованное управление группой. Минимальное время 

группового достижения цели определяется временем движения наиболее удаленно-

го от цели объекта группы 

  }),(),...,,(max{min 00
1
0

1
0

mmxxT  . (7) 

Предположим, что первый объект самый дальний, т.е. ),(min 1
0

1
0  xT . Тогда 

управление им должно быть оптимальным по быстродействию и совпадать с опи-

санным выше децентрализованным управлением ),( 11 xu . Построим управление для 

объекта, который может достигнуть цель быстрее, чем первый. Пусть, например i -й 

объект имеет запас времени по сравнению с первым, т.е. ),(),( 1
0

1
000  xx ii . Тогда 

для него можно некоторое время использовать неоптимальное управление 

),(н iix u , но, затем, когда запас времени будет исчерпан, т.е. при ),(),( 11  xx ii , 

нужно применять оптимальное управление ),( iix u . Выбор неоптимального управ-

ления неоднозначный. Например, можно выбрать управление, "противоположное" 

оптимальному: 

   ),(),(н iiii xx  uu  при 0),( iixu ;   1),(н iixu   при 0),( iixu ; (8) 



либо нейтральное 0),(н iixu  при 0),( iixu . Такая стратегия управления груп-

пой обеспечивает одновременное достижение цели за наименьшее время. 

 На рис.2 представлено решение задачи для группы из четырех объектов 

управления с начальными состояниями:  

)4/3,4,5(),( 1
0

1
0 x , ),4,3(),( 2

0
2
0 x , )4/3,2,3(),( 3

0
3
0 x , )4/3,2,5(),( 4

0
4
0 x .(9) 

Оптимальные траектории окрашены красным, синим, фиолетовым и зеленым цвета-

ми, неоптимальные – черным. Точки переключения управления отмечены квадрати-

ками. Наиболее удаленным оказался первый объект (красная траектория), а мини-

мальное время одновременного достижения цели этой группой 6.9428min T . 
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2. Задача субоптимального быстродействия в условиях неопределенности 

 Рассмотрим теперь задачу управления группой в условиях неопределенности. 

Предполагаем, что каждый объект управления не имеет информации о положении 

цели, поэтому нельзя использовать оптимальное децентрализованное управление 

),( xu  и оптимальное централизованное управление (8). Центр управления группой 

может выбрать в этой группе лидера и задать ему программное управление 

))(ˆ,()(ˆ txttu u , Tt 0 , оптимальное по быстродействию. Остальные объекты 

управления должны при выборе своего управления ориентироваться на поведение 

лидера. Например, выполнять то же программное управление )(ˆ u , что и лидер, либо 

минимизировать отклонение по направлению движения. В этом случае управление 

выбирается следующим образом: 

  









.ˆ,0

,ˆ,)ˆ(sign
)ˆ,,(tu  

 Поскольку в таких условиях одновременное попадание в цель всех объектов 

невозможно, то речь пойдет об уменьшении промаха. Будем характеризовать каче-

ство управления группой в целом либо средним значением сI  промахов (индивиду-

альных отклонений от цели), либо наибольшим гI  из этих отклонений 

  



m

i

i Tx
m

I

1
с )(

1
|| ,       || )(max

,...,1
г TxI i

ni
 . (10) 

Здесь || x  – евклидова длина радиус-вектора x . Показатель гI  гарантирующий – 

промах каждого объекта из группы не превышает величины гI .  



 Выбор лидера группы сводится к простому перебору m  вариантов. При дру-

гой более сложной постановке задачи допускается так называемый виртуальный ли-

дер, который не совпадает ни с одним с объектом группы. Начальное состояние та-

кого лидера определяется в результате минимизации одного из показателей (10).  

 На рис.3 для группы объектов (9) сплошными и штриховыми линиями пока-

заны оптимальные траектории ведущих объектов и субоптимальные траектории ве-

домых соответственно. Ведомые объекты ликвидируют отклонение от направления 

движения лидера, т.е. используют управление )ˆ,,( tu . При минимизации среднего 

отклонения лучшим лидером оказался второй объект. Траектории группы в этом 

случае изображены синими линиями, а минимальное значение показателя качества 

7929.5min с I . При минимизации наибольшего отклонения лучшим ведущим ока-
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зался четвертый объект. Траектории группы в этом случае изображены зелеными 

линиями, а минимальное значение показателя качества 9697.2min г I . 

 

3. Задача наискорейшего достижения целей при одновременном отделении 

ударных объектов управления 

Рассмотрим движение одного объекта (носителя), который движется по плоскости с 

постоянной скоростью: 

  )(cos)(1 tVtx  ,   )(sin)(2 tVtx  . (11) 

Направление движения определяется величиной угла )(t , которая считается управ-

лением и может выбираться произвольным образом:  )(t . Начальное состояние 

носителя задано 0)0( xx  , 0)0(  . В процессе движения в некоторый момент вре-

мени (в момент разделения) от носителя отделяются m  ударных объектов 1x ,…, mx , 

которые направляются к заданным m  целям соответственно. Линейная скорость 

движения v  каждого из ударных объектов меньше, чем скорость носителя. Для оп-

ределенности полагаем, что 12  vV . Обозначим через   момент разделения, а че-

рез iT  – время достижения цели i -м объектом: 

  )()(  xxi ,     iii zTx )( , mi ,...,1 . (12) 

Равенства (12) выражают начальные и терминальные условия для отделяемых объ-

ектов. Требуется найти минимальное время },...,max{ 1 mTTT  , за которое будут 

достигнуты все цели, и управление, на котором это минимальное время достигается, 

т.е. решить задачу быстродействия: minT . 



 Рассмотрим сначала решение задачи для двух целей 1z  и 2z . На рис.4 траек-

тория носителя представлена двойной красной стрелкой, а траектории отделивших-

ся объектов сплошными синими стрелками. Начальное положение носителя и рас-

положение целей отмечены окружностями, а точка разделения )(~  xx  – квадрати-

ком. Из геометрической оптики следует, что линией разделения будет служить сере-

динный перпендикуляр к отрезку, соединяющему цели. Точка разделения определя-

ется на этом серединном перпендикуляре однозначно, причем так, что синус угла 

падения будет в два раза больше синуса угла преломления ( 2:sin:sin  vV ).  

 Для большего количества целей нужно построить все "подозрительные" точ-

ки разделения, а именно: для каждой пары точек находим "двойную" точку разделе-

ния (как на рис.4); для каждой тройки целей, не лежащих на одной прямой, опреде-

ляем "тройную" точку разделения – центр окружности, проходящей через эти три 

цели. Среди всех "подозрительных" точек разделения (их будет не более 32
mm CC  ) 

выбрать наилучшую. Функция цены для рассматриваемой задачи имеет вид 

  )( }~,...,~max{2~min)(min 1
0~0 2

||||||
m

x

zxzxxxxT 


. 

Поиск лучшей точки разделения x~  можно проводить не на всей плоскости 2 , 

а только на серединных перпендикулярах ко всем отрезкам, соединяющим пары це-

Рис.4 
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2z  
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x~  



лей. Если же все цели лежат на одной прямой, то точку разделения надо искать на 

серединном перпендикуляре к отрезку, соединяющему крайние цели. 

 На рис.5 показано решение задачи для пяти целей 

 )5,2(0 x ,   )0,1(1 z ,  )1,1(2 z ,   )1,3(3 z ,    )3,3(4 z ,     )2,1(5 z . 

Начальное состояние обозначено окружностью, цели – крестиками, точка разделе-

ния )5.1,1(~ x – квадратиком. Траектория носителя представлена красной двойной 

стрелкой, а траектории отделившихся объектов сплошными синими стрелками. Ми-

нимаксное значение показателя качества 6401.8},...,max{minmin 51  TTT . Это 

значение совпадает со временем достижения первой, второй и четвертой целей. 

Иначе говоря, точка разделения )5.1,1(~ x  является центром окружности, проходя-

щей через эти цели. Она представлена на рис.5 пунктирной линией. 
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4. Задача наискорейшего достижения целей при последовательном  

отделении объектов управления 

 В отличие от задачи быстродействия, поставленной в разд.3, исследуем слу-

чай последовательного отделения объектов от носителя. Пусть в моменты времени 

1t ,…, 1mt , образующие неубывающую последовательность 121 ...  mttt , от но-

сителя оделяются объекты управления, каждый из которых направляется к своей 

цели. Обозначим через 1x ,…, 1mx  положения последовательно отделяемых объек-

тов, а через iT  – время достижения цели i -м объектом, 1,...,1  mi , причем mT  – 

время достижения носителем цели mz . Тогда начальные и терминальные условия 

для управляемых объектов имеют вид 

 0)0( xx  ,     mm zTx )( ,      )()( iii txtx  ,        iii zTx )( , 1,...,1  mi . (13) 

Требуется найти минимальное время },...,max{ 1 mTTT  , за которое будут достиг-

нуты все цели, и управление, на котором это минимальное время достигается, т.е. 

решить задачу быстродействия: minT . 

 Рассмотрим сначала решение задачи для двух целей 1z  и 2z . На рис.6 пред-

ставлены два решения задачи для двух вариантов (а и б) начального состояния но-

сителя соответственно. Траектория носителя изображена двойной красной стрелкой, 

а траектория отделившегося объекта – обычной, синей стрелкой. В случае а траек-

тории – сплошные линии, а в случае б – штриховые. Начальное положение носителя 

и расположение целей отмечены окружностями, а точки отделения )(~ 1txx   – квад-

ратиками. Из геометрической оптики следует, что линией разделения будет служить 



окружность Аполлония с отношением расстояний 2~:~ 12  |||| zxzx . Точки этой 

окружности равноудалены по времени достижения целей, если к цели 2z  двигаться 

в два раза быстрее, чем к цели 1z . В случае а начальное положение носителя нахо-

дится вне "закругленного" угла, образованного дугой окружности и двумя касатель-

ными к ней (на рис.6 они изображены полужирными зелеными линиями). Поэтому 

оптимальная траектория носителя представляет собой ломаную 2
0
~ zxx  из двух 

звеньев (сплошная двойная красная стрелка). Точка отделения x~  лежит на окружно-

сти Аполлония (точнее на полужирной дуге этой окружности), причем так, что угол 

падания равен углу отражения (   на рис.6).  

 В случае б начальное состояние носителя принадлежит указанному "закруг-

ленному" углу. Поэтому оптимальная траектория носителя (двойная шриховая крас-

ная стрелка) является прямой (отрезок 2
0zx ). Точка отделения объекта – любая точ-

ка этого отрезка, лежащая внутри окружности Аполлония.  

 Функция цены в случае двух целей имеет вид 

  )( }~2,~max{~min),(min 12
0~

21
0 2

||||||| zxzxxxzzxT
x




. 
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Лучшую точку отделения x~  можно искать на окружности Аполлония, а не на всей 

плоскости 2 .  

 На рис.7 показано решение задачи для трех целей 

  )7,4(0 x ,   )2,6(1 z ,  )0,3(2 z ,   )0,0(3 z . 

Начальное состояние обозначено красной окружностью, а цели – кругами: 1z  и 2z  

синими, а 3z  – красным. Траектория носителя представлена красными двойными 

стрелками, а траектории отделившихся объектов – обычными, синими стрелками. 

Точки отделения )053.5,3136.4(~1 x , )3856.1,5578.2(~2 x  отмечены квадратиками. 

Отметим, что точка 2~x  отделения второго объекта лежит на окружности Аполло-

ния, построенной для двух точек 2z  и 3z . Точка 1~x  отделения первого объекта ле-

жит на некоторой линии отделения (кривая четвертого порядка), которая отличается 
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от окружности Аполлония, построенной для двух точек 1z  и 3z . Окружности Апол-

лония на рис.7 окрашены зеленым цветом, а линия отделения – черная пунктирная 

кривая. Дело в том, что после отделения первого объекта оптимальная траектория 

носителя – это ломаная 321 ~~ zxx , а не отрезок 31~ zx . Минимальное движения по оп-

тимальной траектории 8.9477min T . 

 В рассматриваемом случае оптимальная траектория является ломаной с тре-

мя звеньями. Отметим, что при другом взаимном расположении начального состоя-

ния носителя и двух целей, оптимальные траектории могут быть ломаными из двух 

звеньев или, вообще, отрезком. В общем случае для m  целей траектория представ-

ляет собой ломаную с не более чем 1m  звеньями. Функция цены удовлетворяет 

рекуррентному уравнению  

  )( }),...,~(,~2max{~min),...,( 21
0~

1
0 2

m

x

m zzxzxxxzzx |||||| 


 (14) 

с начальным условием: |~|)( zxzx  | . При этом решение зависит от выбранного 

порядка целей. Поэтому уравнение (14) нужно решать при разных перестановках 

целей и выбрать затем наименьшую. 

 

Заключение 

 Поставлены и исследованы четыре новые задачи группового быстродейст-

вия. Для теоретических исследований в области оптимального управления группами 

подвижных объектов решенные задачи можно использовать как тестовые примеры. 

Несмотря на академический характер, разработанные подходы к нахождению функ-

ции цены и позиционного оптимального управления, могут быть применены в более 



сложных прикладных задачах. Как показывают примеры, построение позиционного 

управления группами объектов отличаются от классических методов синтеза опти-

мальных систем управления отдельными объектами. В частности, оптимальное 

управление группой может складываться из неоптимального или даже противопо-

ложного оптимальному управлению для некоторых объектов группы. Этим объяс-

няется необходимость разработки новых методов синтеза централизованного управ-

ления группами ЛА. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проекты 
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